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ФУНКЦIЇ, ОЗНАЧЕНI СИСТЕМАМИ ФУНКЦIОНАЛЬНИХ
РIВНЯНЬ У ТЕРМIНАХ ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ
РЯДАМИ КАНТОРА
У статтi вивчаються диференцiальнi, iнтегральнi та iншi властивостi функцiй, аргумент яких
представлений рядом Кантора. Вказано системи функцiональних рiвнянь, єдиними розв’язками яких у
класi обмежених i визначених на [0; 1] функцiй є дослiджуванi функцiї. Доведено, за яких умов розв’я-
зок такої системи рiвнянь є функцiєю розподiлу випадкової величини η = ∆Dξ1ξ2...ξn... з незалежними
D-символами або нiде не диференцiйовною функцiєю.
Ключовi слова: ряд Кантора, D-зображення, системи функцiональних рiвнянь, сингулярна функцiя,
нiде не диференцiйовна функцiя, функцiя розподiлу.
Вступ
У наш час важливим iнструментом для дослi-
дження динамiчних систем, розподiлiв випадкових
величин типу Джессена — Вiнтнера, моделювання
реальних процесiв i явищ є сингулярнi та неперерв-
нi нiде не диференцiйовнi функцiї. Останнi є функ-
цiями зi складною локальною будовою, оскiльки
неперервнi нiде не диференцiйовнi функцiї мають
нескiнченну кiлькiсть максимумiв та мiнiмумiв у
довiльному околi будь-якої точки з областi визна-
чення, а значення похiдної сингулярної функцiї як
дорiвнює нулю, так i може вiдрiзнятися вiд нуля
(зокрема, не iснувати чи дорiвнювати нескiнченно-
стi) в точках довiльного як завгодно малого iнтер-
валу областi визначення, що має непорожнiй пере-
рiз зi спектром.
Чiткий апарат, необхiдний для вивчення функ-
цiй зi складною локальною будовою, нинi вдо-
сконалюється, адже недостатнiсть системи ефек-
тивних методiв дослiдження таких функцiй зу-
мовлена повiльним розвитком загальних теорiй
сингулярних, нiде не диференцiйовних функцiй та
дослiдженням лише окремих представникiв сiм’ї
таких функцiй протягом останнiх десятилiть. Для
задання та дослiдження функцiй зi складною ло-
кальною будовою використовують автомати зi скiн-
ченною чи нескiнченною пам’яттю, перетворювачi
цифр та, за умови iснування самоафiнних вла-
стивостей функцiї, системи функцiональних рiв-
нянь [1; 2]. Проте всi цi методи ґрунтуються
на використаннi рiзних представлень дiйсних чи-
сел. Зокрема, s-кового зображення, полiосновного
Q˜-зображення, а також представлення дiйсних чи-
сел рядами Енгеля, Люрота, Сильвестера, Остро-
градського 1-го та 2-го видiв i т. д. [3–8].
У цiй статтi дослiджуються функцiї, що за-
даються системами функцiональних рiвнянь та
аргументи яких представленi знакододатними [9]
рядами Кантора. Останнi ряди є узагальненням
s-кового представлення.
Об’єкт дослiдження
Нехай (dn) —фiксована послiдовнiсть натураль-
них чисел, бiльших 1, (An) — послiдовнiсть мно-
жин An ≡ {0, 1, . . . , dn − 1}.
Нехай [0; 1] ∋ x — довiльне число, представлене
рядом Кантора:




d1d2 . . . dn
, (1)
де εn ∈ An.
Оператором зсуву цифр представлення числа x












d2d3 . . . dn
.
Тобто ϕˆ(x) = d1x− ε1(x) i ϕˆ(x) = d1∆D0ε2ε3...εn...
k-кратне застосування оператора ϕˆ до числа x





dk+1dk+2 . . . dn
≡




Крiм того, варто вiдмiтити, що
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Нехай заданою є матриця P = ‖pi,n‖ та-
ка, що pi,n ≥ 0, n = 1, 2, . . . , та i =
= 0, dn − 1,
∑dn−1
i=0 pi,n = 1 для довiльного n ∈ N,∏∞
n=1 pin,n = 0 для будь-якої послiдовностi (in).
Розглянемо нескiнченну систему функцiональ-
них рiвнянь
f(ϕˆk(x)) = βεk+1,k+1 + pεk+1,k+1f(ϕˆ
k+1(x)), (3)
де k = 0, 1, 2, . . . , εk+1 ∈ Ak+1 та
βεk+1,k+1 =
{
0, якщо εk+1 = 0;∑εk+1−1
i=0 pi,k+1, якщо εk+1 6= 0.







= βi,k + pi,k · f(ϕˆk(x)), (4)
де k = 1, 2, . . . , i ∈ Ak.
Теорема 1. Система функцiональних рiвнянь (4) у
класi обмежених та визначених на вiдрiзку [0; 1]
функцiй має єдиний розв’язок, який має вигляд










Доведення. У силу системи (3) та визначеностi
функцiї F в усiх точках вiдрiзка [0; 1], отримаємо
F (x) = βε1,1 + pε1,1 · f(ϕˆ(x)) =
= βε1,1 + pε1,1 ·
(
βε2,2 + pε2,2 · f(ϕˆ2x)
)
=
= βε1,1 + pε1,1βε2,2 +
+ pε1,1pε2,2 ·
(
βε3,3 + pε3,3 · f(ϕˆ3x)
)
= . . . =




































≤ pkM → 0,
k →∞,
де pM = maxn=1,k pεn,n.
Легко помiтити, що F (x) = x за умови, що для
всiх n ∈ N: pi,n = 1/dn.
Неперервнiсть
Лема 2. Функцiя y = F (x) є коректно означеною
в довiльнiй точцi вiдрiзка [0; 1].
Доведення. Нехай x — D-рацiональне число. Тобто
x = ∆Dε1...εn−1εn(0) =
= ∆Dε1...εn−1[εn−1][dn+1−1][dn+2−1]....
Розглянемо рiзницю
δ = F (∆Dε1...εn−1[εn−1][dn+1−1][dn+2−1]...)−






· (−βεn,n + βεn−1,n +
+ βdn+1−1,n+1pεn−1,n +






· (−βεn,n + βεn−1,n +
+ (1− pdn+1−1,n+1)pεn−1,n +




Теорема 3. Функцiя F є:
• неперервною;
• монотонно неспадною, зокрема, строго зроста-
ючою за умови, коли всi елементи pi,n матрицi P
є додатними.
Доведення. Неперервнiсть. Нехай [0; 1] ∋ x0 =
= ∆Dε1(x0)ε2(x0)...εn0(x0)εn0+1(x0)...
— довiльне чи-
сло. Для x = ∆Dε1(x)ε2(x)...εn0(x)εn0+1(x)...
такого,
що εj(x) = εj(x0) при j = 1, n0 − 1 та εn0(x) 6=
6= εn0(x0), розглянемо рiзницю






× (F (ϕˆn0−1(x)) − F (ϕˆn0−1(x0))). (6)
Таким чином,












→ 0, n0 →∞,
що еквiвалентно умовi limx→x0 F (x) = F (x0).
Справдi, для D-iррацiонального числа x0 умова
x → x0 є еквiвалентною умовi n0 → ∞ i тому не
виникає сумнiвiв щодо неперервностi функцiї F .
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Нехай x0 — D-рацiональне число. У такому
разi неперервнiсть функцiї F у D-рацiональнiй
точцi x0, тобто справедливiсть умови (6), можна
довести, використовуючи поняття одностороннiх
границь.
Монотоннiсть. Очевидно, що












F (x) = 0,












F (x) = 1.




— деякi числа, такi, що
x1 < x2. Тодi iснує такий номер n0, що εj(x1) =
= εj(x2) для всiх j = 1, n0 − 1 та εn0(x1) <
< εn0(x2).
Отже,






























βεn0 (x2),n0 − βεn0 (x1),n0 =
= pεn0(x1),n0 + pεn0(x1)+1,n0 + . . .+










































× pεn0 (x1),n0 = −(1− pdn0+1−1,n0+1)pεn0 (x1),n0 −
− (1 − pdn0+2−1,n0+2)pεn0 (x1),n0pdn0+1−1,n0+1 −
− . . . = −pεn0(x1),n0 ,
тому
F (x2)− F (x1) ≥ pεn0 (x1),n0 − pεn0 (x1),n0 = 0.
Цiлком очевидним є той факт, що у випадку, ко-
ли всi елементи pi,n матрицi P є додатними, спра-
ведливою буде умова F (x2)− F (x1) > 0.
Нехай η — випадкова величина, представлена у









d1d2 . . . dk
+. . . ≡ ∆Dξ1ξ2...ξk...,
де цифри ξk , k = 1, 2, 3, . . . , є випадковими i
набувають значень 0, 1, . . . , dk − 1 з ймовiрностя-
ми p0,k, p1,k, . . . , pdk−1,k. Тобто ξk — незалежнi та
P{ξk = ik} = pik,k, ik ∈ Ak.
У силу означення функцiї розподiлу та рiв-
ностей
{η < x} = {ξ1 < ε1(x)} ∪
∪ {ξ1 = ε1(x), ξ2 < ε2(x)} ∪ . . . ∪
∪ {ξ1 = ε1(x), ξ2 = ε2(x), . . . , ξk < εk(x)} ∪ . . . ,





наслiдком останньої теореми є така лема.
Лема 4. Функцiя розподiлу Fη випадкової величи-
ни η має вигляд:
• Fη(x) = 0, якщо x < 0;
• якщо 0 ≤ x < 1,










• Fη(x) = 1, якщо x ≥ 1,
де x = ∆Dε1ε2...εk....
Iнтегральнi властивостi







β0,n+β1,n+β2,n+ . . .+βdn−1,n
d1d2 . . . dn
.
Доведення. Використовуючи означення дослiджу-
ваної функцiї та властивостi iнтеграла Лебега,












































p0,1 + p1,1 + p2,1F (ϕˆ(x))
]














































































































= . . . =
n∑
j=1
β0,j + β1,j + β2,j + . . .+ βdj−1,j




d1d2 . . . dn
∫ 1
0
F (ϕˆn(x))d(ϕˆn(x)) = . . .






β0,n+β1,n+β2,n+ . . .+βdn−1,n
d1d2 . . . dn
.
Що й потрiбно було довести.
Диференцiальнi властивостi





















Доведення. 1. Обчислимо прирiст µF функцiї F на






















· (1− pdn+1−1,n+1 +







2. Знайдемо похiдну функцiї F вD-iррацiональ-


























За класичною теоремою Лебега неперервна мо-
нотонна функцiя має скiнченну похiдну майже
скрiзь у розумiннi мiри Лебега.
Проте, за умови, коли an = dnpεn,n > 1 для всiх
натуральних чисел n, за винятком, можливо, скiн-
ченної кiлькостi, отримаємо F ′(x0) =∞. Тому:
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• у випадку, коли для скiнченної множини зна-
чень n справджується an ≥ 1, отримаємо F ′(x0) =
= 0;
• у випадку, коли an = 1 для всiх n ∈ N (що є
справедливим лише для функцiї F (x) = x), отри-
маємо F ′(x0) = 1;
• у випадку, коли лише для скiнченної кiлькостi
номерiв справджується умова pεn,n 6= 1/dn, отри-
маємо 0 ≤ F ′(x0) <∞.
Самоафiннiсть
Теорема 7. Якщо елементи pi,n матрицi P є до-






(x; . . .◦ψεn,n ◦ . . .◦ψε2,2 ◦ψε1,1(x)), (7)
де x = ∆Dε1ε2ε3...,
ψin,n :
{
x′ = (1/dn)x+ in/dn;
y′ = βin,n + pin,ny,
in ∈ An.
Доведення. Оскiльки умова







= βi,1 + pi,1f(x)
для x = ∆Dε1ε2ε3..., тому очевидно, що
ψi1,1 :
{
x′ = (1/d1)x+ i1/d1;
y′ = βi1,1 + pi1,1y.
Перейдемо до афiнних перетворень ψi,2, i =
= 0, d2 − 1. Оскiльки рiвностi











x′ = (1/d2)x+ i2/d2;




x′ = (1/dn)x+ in/dn;
y′ = βin,n + pin,ny.
Отже,⋃
x∈[0;1]
(x; . . .◦ψεn,n◦ . . .◦ψε2,2◦ψε1,1(x)) ≡ G ⊂ ΓF .
Нехай T (x0, f(x0)) ∈ ΓF . Розглянемо точку
xn = ϕˆ
n(x0), де x0 = ∆Dε1ε2ε3... — деяка фiксована
точка з [0; 1].
У силу того, що для будь-якого n ∈ N εn ∈ An,
f(ϕˆk(x0)) = βεk+1,k+1 + pεk+1,k+1f(ϕˆ
k+1(x0)),
k = 0, 1, . . . ,




) ∈ ΓF , випливає
ψik,k ◦ . . . ◦ ψi2,2 ◦ ψi1,1(T ) =
= T0(x0; f(x0)) ∈ ΓF , ik ∈ Ak.




(x; . . . ◦ ψεn,n ◦ . . . ◦ ψε2,2 ◦ ψε1,1(x)).
Теорему доведено.
Нiде не диференцiйовнi функцiї
Нехай елементи матрицi P = ‖pi,n,‖ можуть
бути i вiд’ємними числами, але









для будь-якої послiдовностi (in).
Теорема 8. Нехай матриця P є такою, що для всiх
n ∈ N: pεn,n ·pεn−1,n < 0, причому dn ·pdn−1,n ≥ 1










одночасно. Тодi функцiя F є нiде не диференцiйов-
ною на [0; 1].























0 − 1/(d1d2 . . . dn+k) =
= ∆Dε1ε2...εn−1[εn−1][dn+1−1][dn+2−1]...[dn+k−1](0)
такi, що x′ → x0 i x′′ → x0 при k →∞.
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Тодi
F (x′k)− F (x0) =
[
βε1,1 + βε2,2pε1,1 +














































































































F (x′k)− F (x0)
x′k − x0













F (x0)− F (x′′k)
x0 − x′′k


















Сформулюємо та доведемо твердження наступ-
ної леми, використовуючи тавтологiї







Лема 9. Якщо для довiльного n ∈ N
p0,n > 0,
p1,n < 0,
. . . . . . . . . . .
p2t−1,n < 0,
p2t,n > 0,
. . . . . . . . . . .
t ∈ N, тодi 
dnp0,n ≥ 1,
dnp2,n ≥ 1,
. . . . . . . . . . . . . .
dnpdn−1,n ≥ 1.
Справдi, з умов pεn,npεn−1,n < 0 та 0 < β1,n =
= p0,n випливає система у формулюваннi остан-
ньої леми.
Доведення проводиться методом вiд супротив-
ного. Припустимо, що для всiх in ∈ An \ {1}:
dnpin,n < 1. Тодi∑
in∈An\{1}
dnpin,n < dn − 1,
звiдки p1,n > 1/dn, що суперечить умовi p1,n < 0.
Отже, припущення є хибним. Лему 9 доведено.
Оскiльки
∏n−1
j=1 djpεj ,j = const, pεn,npεn−1,n <
< 0 та за умовою теореми послiдовностi (b0,k),
(bdk−1,k) не збiгаються до 0 одночасно, отримаємо
такi випадки (m = n+ 1, n+ k, k →∞):
1. якщо для всiх k ∈ N, за винятком, можливо,
скiнченної множини номерiв k: dmp0,m > 1 та





прямує до ∞, а iнша — до −∞;
2. якщо для всiх k ∈ N, за винятком, можливо,
скiнченної множини номерiв k: один з добуткiв
dmp0,m, dmpdm−1,m є бiльшим 1, а iнший — мен-
шим 1, тодi одна з послiдовностей B′k, B
′′
k прямує
до ±∞, а iнша — до 0;
3. якщо для всiх k ∈ N, за винятком, можливо,
скiнченної множини номерiв k: один з добуткiв
dmp0,m, dmpdm−1,m є бiльшим 1, а iнший — рiв-
ним 1, тодi одна з послiдовностей B′k, B
′′
k прямує
до ±∞, а iнша є сталою послiдовнiстю;
4. якщо для всiх k ∈ N, за винятком, можливо,
скiнченної множини номерiв k: один з добуткiв
dmp0,m, dmpdm−1,m є меншим 1, а iнший — рiв-
ним 1, тодi одна з послiдовностей B′k, B
′′
k прямує
до 0, а iнша є сталою послiдовнiстю;
5. якщо для всiх k ∈ N добутки dmp0,m,
dmpdm−1,m є рiвними 1, то послiдовностi B
′
k,
B′′k є рiзними сталими послiдовностями, оскiль-
ки pεn,n 6= pεn−1,n в силу умов pεk,k ∈ (−1; 1),
βεk,k > 0.
Таким чином, функцiя F є нiде не дифе-
ренцiйовною на [0; 1], оскiльки у всiх випадках
limk→∞B
′
k 6= limk→∞B′′k .
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S. Serbenyuk
FUNCTIONS, THAT DEFINED BY FUNCTIONAL
EQUATIONS SYSTEMS IN TERMS OF CANTOR SERIES
REPRESENTATION OF NUMBERS
The article is devoted to the investigation of differential, integral and other properties of functions, that
their argument is represented by Cantor series. The functional equations systems, that investigating functions
are unique solution of these systems in the class of determined and bounded on [0; 1] functions are indicated.
It is proved, under what conditions the solution of the functional equations system is the distribution function
of the random variable η = ∆Dξ1ξ2...ξn... with independent D-symbols or the nowhere differentiable function.
Keywords: Cantor series, D-representation, functional equations systems, singular function, nowhere dif-
ferentiable function, distribution function.
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